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基于比较模型的扩展立方体网络的（t， k）-诊断度研究 

梁家荣，陈秒江 

（广西大学计算机与电子信息学院，广西 南宁 530004） 

摘  要：针对扩展立方体网络故障诊断问题，提出一种基于比较模型的 （ ， ）t k -故障诊断方法。首先，通过图论的

方法研究 n维扩展立方体网络（
n

AQ ）的重要性质，根据这些性质设计了一个基于比较模型的算法来寻找该扩展

立方体网络的最大非故障组件。然后，利用所得的最大非故障组件来确定该网络系统的 （ ， ）t k -故障诊断度。最后，

提出并证明了 n 维扩展立方体网络是 （ ，2 1）t n - -可诊断的。结果表明， n 维扩展立方体网络的 （ ，2 1）t n - -诊断度
1

2

2 （2 2）1b（2 3）

（2 3）

n

n n

n

- - -
-

远大于其条件诊断度 （6 17）n - 及传统故障诊断度 （2 1）n - 。 
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Research on （t， k）-diagnosability for augmented cube 

network under the comparison model 
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Abstract： Aiming at the prob1em of fau1t diagnosis in the augmented cube network， a （ ， ）t k - fau1t diagnosis method 

based on the comparison mode1 was proposed. The important properties of the n -dimensiona1 augmented cube network 

（
n

AQ ） by the method of graph theory were sketched. Then a1gorithm based on the comparison mode1 to 1ocate the 1argest 

fau1t component in the network was presented. Furthermore， the （ ， ）t k -diagnosabi1ity of the augmented cube network 

was ca1cu1ated by using the 1argest fau1t component obtained. Fina11y， it is proved that the n -dimensiona1 augmented 

cube network （
n

AQ ） is （ ，2 1）t n - -diagnosab1e. The resu1t shows that the （ ，2 1）t n - -diagnosabi1ity of 
n

AQ  

is
1

2

2 （2 2）1b（2 3）

（2 3）

n

n n

n

- - -
-

， which is much 1arger than 6 17n - ， the conditiona1 diagnosabi1ity of
n

AQ . And the 1atter is sti11 

1arger than 2 1n - ， the ordinary diagnosabi1ity of
n

AQ . 
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1  引言 

随着超大规模集成技术（VLSI）的飞速发展，

多处理器系统包含了数百甚至数千个处理器，多处

理器系统通过节点间的互连实现信息的交换通信。

由于处理器规模的不断增大以及处理器之间信息

的频繁交换，多处理器系统中的处理器产生故障是

不可避免的。为了确保网络系统在通信过程中的可

靠性，系统应具备良好的故障与非故障处理器识别

的能力。在一个多处理器网络系统中，识别故障处

理器与非故障处理器的过程称为故障诊断。在网络

系统的故障诊断中，主要有 2种方式，一种是电路

级诊断，一种是系统级诊断
[1]
。电路级诊断中，处

理器必须在实验环境中一一进行检测，这样会使诊
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断变得异常复杂而不实用；而系统级诊断则能

够由系统自动执行。系统级诊断的基本思想是

充分利用系统中每一个处理器的处理能力，使

处理器进行相互测试，通过对测试结果的综合

分析识别出故障节点。在系统级故障诊断的研

究中，Preparata等
[2]
首先提出了第一个故障诊断

模型——PMC 故障模型。在 PMC 故障模型中，

一个无向图 （ ， ）G V E= 可以用来代表一个多处理器

网络系统，其中，V 是处理器集合，E代表处理器

之间的测试连接（通信）。（ ， ）u v E∈ 意味着u与 v可

以相互检测。如果 u测试 v（此时， u被称为测试

者，v被称为被测试者），那么u向 v发送一个测试

任务，节点 v响应一个反馈信息。若响应错误，则

测试结果为 1，记为 （ ， ） 1u vσ = 。相反，如果响应正
确，则测试结果为 0，记为 （ ， ） 0u vσ = 。如果测试处
理器本身就是故障的，那么其测试结果是不可靠

的。在 PMC 模型下网络系统的故障诊断问题如诊

断算法、诊断度、强诊断度以及悲观诊断度等已得

到了广泛研究
[3～8]
。 

1976年，Barsi等
[9]
对 PMC模型进行了改进，

提出了 BGM模型。与 PMC模型相比，BGM模型

的条件更为严格一些。BGM 故障模型认为，当节

点 u测试节点 v时，如果节点 v是故障的，那么测

试结果总为 1。换句话说，无论测试者u是否故障，

都有 （ ， ） 1u vσ = 。此外，文献[10]提出了另一个有别

于 PMC模型和 BGM模型的故障诊断模型，即比较

诊断模型，简称比较模型。比较模型认为，对于用

图 （ ， ）G V E= 表示的网络系统，为了诊断处理器u和

v的状态，可以通过一个称为比较处理器的节点w

给 u和 v发出相同的任务，然后根据它们的反馈信

息来确定比较结果。如果返回相同的响应，则比较

结果为 （ ∶ ， ） 0w u vσ = ；反之，如果返回的响应不相
同，则比较结果为 （ ∶ ， ） 1w u vσ = 。比较诊断模型是
比 PMC 模型应用更为广泛的故障诊断模型，因为

对每个比较结果 （ ∶ ， ）w u vσ ，当w u= 或w v= 时，比
较模型就直接变成了 PMC 模型

[11]
。对比较模型下

的网络故障诊断问题的研究已取得了不少的研究

成果
[12～16]

。 

在众多的多处理器网络系统的拓扑结构中，规

则互联网络结构无疑是极为重要的一种。而规则网

络中，超立方体网络（用
n

Q 表示 n维超立方体网络）

自然是最有代表性的一种网络拓扑
[17]
，究其原因，

一是超立方体网络具有良好的递归性、正则性、对

称性、哈密尔顿性、路由算法简单、容错性强等诸

多优点；二是超立方体网络在商业、民用领域已得

到广泛应用，如在 Intel iPSC/1、iPSC/2和 nCUBE

机等系统中都采用了超立方体网络结构，甚至有可

能成为未来纳米计算机网络的基本结构
[18]
。然而，

超立方体网络直径会随着维数增加呈线性增加，且

网络的连接复杂度也随着网络规模的增加而快速

增长，可扩展性比较差。为此，人们提出了众多的

以超立方体网络为基础的变体结构，如 MÖbius 立

方体、交叉立方体、扭立方体、局部扭立方体、交

换超立方体、扩展立方体网络结构等。在这些超立

方体网络的变种中，扩展立方体网络（用
n

AQ 表示

n维扩展超立方体网络）不但具有超立方体网络的

良好性能，而且具有优于
n

Q 的优点，如其网络直径

2

n  
  
  
仅是

n
Q 的一半，又如其独有的良好网络嵌入特

性也是
n

Q 及其他变种网络所不具备的
[19]
。 

考虑到扩展立方体网络的优良特性，对其开展

故障诊断分析，构建其故障诊断理论，无疑对扩展

立方体网络的应用及其可靠性分析具有重要的意

义。在扩展立方体网络的故障诊断中，文献[20]研

究了 PMC 模型下扩展立方体网络的条件诊断度，

文献[21]基于比较模型对扩展立方体网络的强诊断

度和条件诊断度 2个方面展开了详细的讨论。值得

一提的是，上述文献的研究都是从 t -可诊断的角度

出发的，事实上，在系统级故障诊断中有 2种常见

策略： t -可诊断和 （ ， ）t k -可诊断。文献[2]第一次提

出了 t -可诊断的概念。 t -可诊断是指在故障节点不超

过 t个的前提条件下，所有的故障节点均可一次性被识

别出来，但 t -可诊断度往往较低，且条件要求过高。

文献[22]提出了 （ ， ）t k -可诊断的概念， （ ， ）t k -可诊断指

的是在系统故障节点不超过 t个的前提条件下，通

过迭代每次至少能识别 k个故障节点，在下次迭代

之前对已识别的故障节点进行修复或更换。关于互

联网络的 （ ， ）t k -可诊断研究，文献[23]证明了超立方

网络是
1

2

2 （ 2） lg
，

n

n n

n

n

-  -
  
  

-可诊断的，文献[24]证

明了交换超立方网络在 PMC 模型下是
1

3（2 ， 1）
s p

s

+ -

+ -

可诊断的。 

本文拟研究在比较故障模型下扩展立方体网络

的 （ ， ）t k -故障诊断度。本文的主要贡献在于：1） 首

次给出了基于比较故障模式的扩展立方体网络最大

的非故障组件的算法；2） 明确了扩展立方体网络的
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（ ， ）t k -故障诊断度。本文的成果对实际应用中的扩展

立方体网络的故障检测具有重要的理论指导价值。 

2  预备知识 

一个多处理器网络系统可以用一个无向图

（ ， ）G V E= 来表示， （ ）V G 中的元素 u表示处理器，

（ ， ） （ ）u v E G∈ 表示 u 与 v 之间的通信。如果

，V V E E´ ´⊆ ⊆ ，则称图 （ ， ）G V E´ ´ ´= 为G 的子图。

设 （ ）v V G∈ ，用 ｛ ｝（ ） | ， （ ， ）N v u u V u v E= ∈ ∈ 来表示顶

点 v的所有邻居节点组成的集合；用 （ ）d v 表示 v的

度 数 ， 即 与 v 关 联 的 边 的 条 数 。 （ ）N V ´ =  

（ （ ））
u V

N u V´∈ ´-∪ 表示V V´ ⊆ 的所有邻居节点集。如

果一个无向图G的每个顶点的度数相同且等于 k，

则称G为 k -正则图。 

比较诊断模型（也称为 MM 模型）的工作原理

为：一个比较器节点w向与其相邻的 2个节点u和v

发送相同的任务，u和v反馈相应的信息。然后根据u

和v的反馈情况给出相应的比较结果（症状）。如果u

和 v 反馈的信息一致， 那么比较结果为 0，记为

（ ∶ ， ） 0w u vσ = ；如果u和v的反馈信息不一致，那么

比较结果为 1，记为 （ ∶ ， ） 1w u vσ = 。 

定义 1
[10]

  在比较模型下，系统 （ ， ）G V E= 的一

个症状集为 

 ｛ （ ∶ ， ） | ， ， ， （ ）｝w u v u v w V u v N wσ σ= ∈ ∧ ∈  

在本文中，为了与MM模型相一致，进行以下

假设
[10]
。 

1） 所有的故障节点都是永久性的。 

2） 对于比较器给定的任意输入任务，故障处理

器必将响应错误的输出。 

3） 2个故障处理器接收相同的输入任务时，不

会产生相同的响应输出。 

4） 当比较处理器本身为故障处理器时，其所给

出的比较结果是不可靠的。 

表 1 给出了比较模型下各种可能的症状，由表 1

可知，当w u v、 、 都是非故障时，必有 （ ∶ ， ） 0w u vσ = ；
如果 （ ∶ ， ） 1w u vσ = ，那么w u v、 、 至少有一个是故障

的。比较模型约定一个非故障的比较处理器w给出

的比较结果是可靠的。 

定义 2
[10]

  设 （ ， ）G V E= 是一个网络系统诊断图，

σ 为症状集。如果下面条件成立：1）如果w V F∈ - ，

，u v V F∈ - ， 那 么 （ ∶ ， ） 0w u vσ = ； 2） 如 果

w V F∈ - ， u F∈ 或 v F∈ ，那么 （ ∶ ， ） 1w u vσ = ，

F V⊂ 称为σ 的相容性故障集。 

表 1 比较模型下可能的症状 

比较器节点 w  被测节点 u  被测节点 v  症状 （ ： ， ）w u vσ  

非故障 非故障 非故障 0 

非故障 非故障 故障 1 

非故障 故障 非故障 1 

非故障 故障 故障 1 

故障 非故障 非故障 0 或 1 

故障 非故障 故障 0 或 1 

故障 故障 非故障 0 或 1 

故障 故障 故障 0 或 1 

 

定义 3
[22]

  对于 t k≥ ，一个系统 S 被称为

（ ， ）t k -可诊断系统，如果对于由故障集 F 产生的症

状，以下 2个条件得到满足。 

1） | |F k≤ 时，系统能识别所有的故障节点。 

2） | |k F t＜ ≤ 时，系统至少能识别 k个故障

节点。  

由定义 3 可知， （ ， ）t k -可诊断可看成一步诊断

和顺序诊断的一般化：当 1k = 时， （ ， ）t k -诊断则为

顺序诊断；当 k t= 时，（ ， ）t k -诊断就成为一步诊断。 

在无向图 （ ， ）G V E= 中， E的一个子集M E⊆
称为一个匹配，如果 （ ， ）G V E= 中不存在顶点同时

关联M 中的 2条边，且不存在 v V∈ 使 （ ， ）v v M∈ ，

假设M 为 （ ， ）G V E= 的一个匹配，v V∈ ，若 v与M

中的边相关联，则称 v是M 的饱和点，否则称 v为

M 的非饱和点。如果图G中所有顶点均为M 的饱

和点，则称M 为完美匹配。 

定义 4
[23] 

  m-维复合组件图
m

CCG ，可以递归

定义如下： 1）
1 1

CCG K= ； 2） 正整数 2m≥ ，

1 2 1
｛ （ ， ， ， ） | ｝

m h i m
CCG PM G G G G CCG -= ∈… ，其中， 2≤  

h≤
1

（ ）

1，
2

h

i

i

n G

= +
∑

1 ，

（ ） （ ）i j

j h i j

V G n G

≠
∑

≤ ≤

≤ ， PM 是

1 2
， ， ，

h
G G G… 的完美匹配，即 ｛（ ， ） | （ ），

i
PM x y x V G= ∈  

y∈  （ ），1 ，
j

V G i≤ ， ｝j h i j≠≤ 。 

为了方便起见，本文用
1 2

（ ， ， ， ）
h

PM G G G… 表

示复合组件图，用
n

C 表示包含 n个节点的环。

其中，
1 2

（ ） （ ） （ ） （ ）
h

V G V G V G V G= ∪ ∪…∪ ， （ ）E G =  

1 2
（ ） （ ） （ ）

h
E G E G E G PM∪ ∪…∪ ∪ 。例如图 1中，图

1（a）是组件图
2 2

｛ ｝CCG K= ，图 1（b）是组件图

4 8 6 4 4
（ ， ， ， ）PM C C C C CCG∈ ，其中，

4 2
（ ，C PM K=  

2
）K ，

6 2 2 2
（ ， ， ）C PM K K K= ，

8
C =

2 2 2 2
（ ， ， ， ）PM K K K K 。 

2017159-3 
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根据定义 4，可得到关于
m

CCM 的以下性质。 

引理 1
[23]

  任意无向图
1 2

（ ， ， ，G PM G G= …  

）
h m

G CCG∈ 都具有以下性质。  

1） 图 G为连通图。 

2） 1（ ） 2m

n G
-

≥ 。 

3） 图 G是 （ 1）m - -正则图。 

4） （ ）n G 为偶数，当 2m≥ 。 

5） 
（ ）

2 1
2

n G
l +≤ ≤ ， 2m≥ 。 

6） 
1

（ ） （ ）
i

i j

j

n G n G∑
≤

≤ ，1 i h≤ ≤ 。 

 

图 1  PM 组件图 

3  扩展立方体网络的性质 

定义 5
[19]

  
1

AQ 是一个由分别标记为 0和 1的

2个节点组成的完全图
2

K ，当 2n≥ ，
n

AQ 通过在

2 个 1n - 维的
1n

AQ - （
0

1n
AQ - 和

1

1n
AQ - ）之间添加

1
2 2

n-× 条按以下规则连接的边来生成。令

｛ ｝0

1 1 2 1
（ ） 0 | ｛0，1｝

n n n i
V AQ a a a a- - -= ∈… ， 1

1
（ ）

n
V AQ - =  

1 2 1
{1

n n
b b b- - … | {0，1｝｝

i
b ∈ 。节点 u =

1 2
0

n n
a a- - …  

0

1 1n
a AQ -∈ 与节点v = 1

1 2 1 1
1

n n n
b b b AQ- - -∈… 相连，当

且仅当
i i
a b= ，1 1i n-≤ ≤ 或 i

i
a b= ，1≤ 1i n -≤ 。 

扩展立方体
2

AQ 和
3

AQ 如图 2所示。由定义 5

可知，可以把
n

AQ 这种递归的结构表示为
n

AQ = 

LR，其中， 0

-1n
L AQ〓 ， 1

-1n
R AQ〓 ，在L与R之间的

边为交叉边。易知，
n

AQ 的每一个节点都有 2 条交叉

边。对于任意n位二进制节点
1 2 1n n n

u a a a a- -= … ，令

1i n i
u a a a= … … ，

1i n i
u a a a= … … （第 1位到第 i位

均取反）。
n

AQ 的另一种等价定义可以表述如下。 

 

图 2  扩展立方体 AQ2和 AQ3 

定义 6
[21] 

  n维扩展立方网络
n

AQ 有 2
n个节

点，每一个节点的地址用 n位二进制串表示，任意

2 个节点 u =
1 2 1n n n

a a a a- - … 和 v =
1 2 1n n n

b b b b- - … 间有

连接，仅当以下条件成立。 

1） 存在一个整数 i，1 i n≤ ≤ ，且
i

v u= （在

这种情形中，边 （ ， ）
i

u u 为超立方体的连接边）。 

2） 存在一个整数 i， 2 i n≤ ≤ ，使 iv u= （在

这种情形中，边 （ ， ）iu u 为补码交叉边）。 

引理 2
[25]

  扩展立方体网络连通度为
1

（ ） 1AQK = ，

2
（ ） 3AQK = ，

3
（ ） 4AQK = ，对于 4n≥ ， （ ）

n
AQK =  

2 1n - 。 

由引理 2可知，
n

AQ 为 （2 1）n - -正则图。为此，

n
AQ 可以转化为复合组件图

m
CCG 形式，如图 3所

示。以
4

AQ 为例，
4

AQ 共有 16 个节点，假设其故

障节点（黑色）与非故障节点（白色）。那么图 3

对应的
4

AQ 的组件可用图 4表示。 

 

图 3  扩展立方体 AQ4 
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图 4  AQ4组件 

对于给定的扩展立方网络
n

AQ 以及一个比较模

式下的症状集σ ， （ ， ）t k -故障诊断算法的关键在于

寻找网络拓扑图中最大的非故障组件。为了寻找扩

展立方体网络 （ ， ）
n

AQ V E= 的最大非故障组件，本文

首先利用基于比较故障模式下的深度优先搜索

（DFS）算法来确定该网络的复合组件。深度优先

搜索算法具体描述如算法 1所示。 

算法 1  深度优先搜索 

输入  
0 1
，u u   

输出  连通分支
0 1
，L L  

1） 
0

u 、
1
u 为初始节点， 

0 1
， （ ）

n
u u E AQ∈  

2）  
0

L φ= ，
1 0 1

｛ ， ｝L u u=  

3） DFS（
0 1
，u u ）｛ 

4） for each w in 
1 1

（ ）N u L-  

5） if  
-1 1

（ ； ， ） 0
i i i

u u uσ + =  

6） 
0 0 1

{ ｝L L u← ∪  

7） 
1 1

{ ｝L L w← ∪  

8） DFS
1

（ ， ）u w ；  ｝ 

9） exchanged（ ，u v ）｛ 

10）    
1 0
，u u v u= = ； 

11）    DFS（ ，u v ）； ｝ 

12） return
0 1
，L L ； 

引理 3
[16]

  令
0

u 、
1
u 为 2个初始节点，

n
AQ 经

过 DFS算法获得
0 1

L L和 ，则下列结论成立。 

1）
0

L 上的节点要么全是故障的，要么全是正常的。 

2） 如果存在节点
2

u 、
3
u 使

1 0 2
（ ∶ ， ）u u uσ =  

2 1
（ ∶ ，u uσ

3
） 0u = 且初始节点

1
u 为故障节点，则

1
L 为

故障组件。 

为了阐明深度优先搜索算法寻找
n

AQ 的搜索过

程，本文使用图 3的
4

AQ 为例具体描述（下文均使用

二进制串表示节点地址）。假设初始化节点为（1000， 

1001），节点 1001的邻接节点为 0001、1010、1001、

1101等，由图 3可以看到，由于 0001为故障节点，

所以 （1001∶1000，0001） 1σ = ，不符合 DFS算法执行

条件，继续观察节点 1001的另一个邻接节点 1010，

由于 （1001：1000，1010） 0σ = ，符合 DFS算法条件，执

行
0 0

{1001｝L L← ∪ ，
1 1

{1010｝L L← ∪ ，继续执行

DFS（1001，1010），经过有限次循环后，就得到路径

0
{1000，1010，1100，0011，1001，1011，1101｝L = ，同理，

若初始节点为｛0000，0101｝，经过有限次 DFS 算法搜

索，则可得到路径
0

｛0000，0001，0101，0010，0100｝L = ，

结果如图 4 所示。更一般地， 通过深度优先搜索算

法 DFS，可把扩展立方网络
n

AQ 分割成有限个复合

组件。 

对于 （ ， ）
n

AQ V E= 及给定的症状集σ ，用C表

示由深度优先搜索算法计算出来的组件
0

L 组成的

集合。令 ｛ ｝1 2
， ， ，

r
X X Xπ = … 为满足以下条件的C的

一个划分：1）对于任意 2 个划分块 ， （ ，
i j

X X i j≠  

1 ， ）i j r≤ ≤ ，它们中的元素两两不相交，即

i
x X∀ ∈ ，

j
y X∈ 都 有 x y φ=∩ ； 2） 如 果

2（1 ）
i

X i j≥ ≤ ≤ ，那么对于任意的
i

x X∈ 存在

（ ）
i

y X y x∈ ≠ 使 x y φ≠∩ 。记 （1 ）
i i

D X i r= ∪ ≤ ≤ ，

即
i

X 的广义并， ｛ ｝1 2
， ， ，

r
D D D D= … ，由引理 3 易

知
i

D 中的节点要么全是故障的，要么全是正常的。构

造如下的网络图 （ ， ）
n

AQ V E
+ + += ，其中，V D

+ = ，而

｛ ｝（ ， ） | ， （（ ， ） ）E X Y X Y V x X y Y x y E
+ += ∈ ∧ ∃ ∈ ∃ ∈ ∈ 。 

引理 4  假设 X V
+∈ ， （ ）Y N X∈ = ｛ | （ ，Z X  

） ｝Z E
+∈ 。如果 X 是 （ ， ）

n
AQ V E= 的一个非故障组

件，则Y是 （ ， ）
n

AQ V E= 的一个故障组件。 

证明   由 （ ， ）
n

AQ V E
+ + += 的定义可知，存在

x X∈ 及 y Y∈ ，使 （ ， ）x y E∈ 。对 x X∈ ，由 DFS

算法可知，必存在 2 个节点
1 2

，x X x V∈ ∈ 使

1 2
（ ∶ ， ） 0x x xσ = 。同理对 y Y∈ ，必存在 2 个节点

1 2
，y Y y V∈ ∈ 使

1 2
（ ∶ ， ） 0y y yσ = 。 

本文断言
1

（ ∶ ， ） 1x x yσ = ，这意味着 x、y都属于

同一个组件
0

L ， 这里
0

L 是对 （ ， ）
n

AQ V E= 执行DFS

算法后获得的复合组件之一。这与假设 x、y 分别

属于 C的不同划分块矛盾。所以
1

（ ∶ ， ） 1x x yσ = ，
这意味着 y是一个故障节点，进而由引理 3可得

Y是 （ ， ）
n

AQ V E= 的一个故障组件。 

引理 5  假设 （ ， ）
n

AQ V E= 的故障节点数的上

界是 t，如果存在一个组件 X V
+∈ ，使 1X t +≥ ，

那么 X 为非故障组件。 

下面给出扩展立方网络 （ ， ）
n

AQ V E= 的 （ ， ）t k -

可诊断算法，如算法 2所示。 
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算法 2  （ ， ）t k -可诊断算法 

输入  症状集σ   

1） 根据症状集σ 使用深度优先搜索算法获得
复合组件集合C。 

2） 构造的组件图 （ ， ）
n

AQ V E
+ + += 。 

3） 把满足 X V
+∈ 及 1X t +≥ 的组件 X 诊断

为非故障组件（假设 （ ， ）
n

AQ V E= 最多有 t个故障

节点）。 

4） 把 （ ）N X 的组件诊断为故障组件并进行

修复。 

5） 重复步骤1）～步骤4），直到系统 （ ， ）
n

AQ V E=  的

所有故障节点被完全修复。 

由引理 3可知，组件集合C中的组件要么全是

故障的，要么全是正常的。由组件图 （ ， ）
n

AQ V E
+ + +=

的定义可得，V +中的元素要么全是故障的，要么全

是正常的。由引理 5可得，步骤 3）得到的结果是合

理的、正确的，由 （ ， ）t k -可诊断的定义易知步骤 4）、

步骤 5）是可行的、合理的。关于时间复杂性，对于

n
AQ 由文献[16]知步骤 1） 深度优先搜索算法获得组

件集合C需要的时间为 （ lb ）O N N ，步骤 2）构造的组

件图 （ ， ）
n

AQ V E
+ + += 需要的时间为 （1）O ，步骤 3）和

步骤 4）时间复杂度都是 （1）O ，所以执行一轮修复所

需要的时间为 （ lb ） 3 （1） （ lb ）O N N O O N N+ = 。进而执

行步骤 5）后，全部修复所有的故障节点需要的时间

为 2（ lb ）O N N ，其中， 2
n

N = 。 

4  （t， k）-诊断度 

为了便于讨论扩展立方体网络的 （ ， ）t k -诊断度， 

Chen和 Hsieh
[23]
定义了以下Φ 函数。 

定义 7  对于系统 （ ， ）G V E= ，定义 （ ， ）x yΦ 为

满足以下条件的最大整数 p ：对于任意满足

| |y S p≤ ≤ 的非空子集 S V⊆ ，存在一个组件

W V S⊆ - 满足以下 2个条件。 

1） | |W x≥ 。 

2）   
Z

Z y
Γ∈∑ ≥ ， ｛  （ ， ） 0｝Z N W ZΓ = ≠ 。 

令 1，x t y k= + = ，如果 （ 1， ）t k tΦ + ≥ ，那么在

计算最大整数 （ 1， ）p t kΦ= + 时所产生的 S、W 应满

足W V S⊆ - 且 | |W x t＞≥ ，因而W 为非故障组件， 

进而可得到子集 S为故障组件。 

引理 6
[23]

  对于系统 （ ， ）G V E= 及满足 （ ）q GK＜
所有的非负整数 q，有 （ ， （ ）） （ ， ）x G x qΦ K Φ= 成立。 

对于一个连通度为 （ ）GK 的正则网络，由引理 6

可知， （ ）GK 可作为 （ ， ）t k -诊断中的 k值。为寻找

（ ， ）t k -诊断中合适的 t值，先定义一个函数 （ ）xΨ ：

（ ）xΨ 为满足如下条件的最小的整数 q，对于任何满

足 | |H q= 的子集H V⊆ ，V H- 中不存在基数大于

或等于 x的组件W V H⊆ - 。根据函数 （ ， ）x yΦ 和

（ ）xΨ 的定义可知， （ ，0） （ ） 1x xΦ Ψ= - 。 

对于扩展立方体网络 （ ， ）
n

AQ V E= ，记 （ ）I β =  

｛ ｝1 2 1 2 1 2
，

max （ ， ） | ， （ ， ）
Z V Z

z z z z Z z z E
β⊆ =

∈ ∧ ∈ 。 

引理 7  在扩展立方体网络 （ ， ）
n

AQ V E= 中，

0 （ ） lbI β β β≤ ≤ 。 

证明  （归纳法） 对于
1 2

{ ｝AQ K= 和
2

AQ ，显

然，0 （ ） lbI β β β≤ ≤ 成立。假设对于
1n

AQ - ，引理

7 的结论成立。对于
n

AQ ，以及任意 β ∈  

｛1，2， ，2 ｝n… ，根据 （ ）I β 定义，存在 ，Z V Z β⊆ = 使

｛ ｝1 2 1 2 1 2
（ ） （ ， ） | ， （ ， ）I z z z z Z z z Eβ = ∈ ∧ ∈ 。记

0 0 1 1

1 1
（ ）， （ ）

n n
Z Z V AQ Z Z V AQ- -= =∩ ∩ ， 0

1
| | ，Z β=  

1

2
| |Z β= ，那么

1 2
β β β= + 。由归纳假设，有

1 1 1
0 （ ） lbI β β β≤ ≤ ，

2 2 2
0 （ ） lbI β β β≤ ≤ 。不失一般

性，假设
1 2
β β≤ 。由

n
AQ 的定义，易得 

 
1 2 1

1 1 2 2 1

（ ） （ ） （ ） 2

lb lb 2

I I Iβ β β β
β β β β β

+ +
+ +

≤

≤
 

（1）
 

此外，有 

1

2 1

2

2 1

β
β β

β
+≤ ⇒

1

2 2

lb
β β
β β

≤  

⇒
1 1 2

2

2 lb
ββ β β
β

+≤  

⇒
1 1 2

1 2

2 lb lb
β ββ β β
β β
+≤  

 ⇒
1 1 2 2 1
lb lb 2 lbβ β β β β β β+ + ≤  

再由式（1）可得 

 （ ） lbI β β β≤  

证毕。 

引理 8  对于扩展立方体网络
n

AQ ，设
1

U 为

其中最大的非故障组件，如果
1

U 的基数不小于任

一个故障组件的基数且
n

AQ 是 （ ， ）t k -可诊断的，

则 

 
2

1 1 1 1

1 1

2 [（2 1）   （ ）] 2   2   
1

2（2 1）   （ ）

|

|

n

n U I U U U
t

n U I U

- - + -
-

- -
≤  
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证明  设
1

q

i

i

F F

=

=∪ 表示
n

AQ 中所有的故障节点

的集合，
1

p

i

i

U V F U

=

= - =∪ 表示
n

AQ 中所有非故障

节 点 组 成 的 集 合 。 对 子 集 X V⊆ ， 记

1 2 1
（ ） ｛（ ， ） | ，O X v v v=  

2 1 2
， （ ， ） ｝v X v v E∈ ∈ 。因此 

 
1 1

| （ ） | | （ ） |， | （ ） | | （ ） |
p q

i i

i j

O U O U O F O F

= =

= =∑ ∑  

此外 

 
1 1 1

| （ ） | | （ ） | 2（| | 1） 2 | | 2O U O U U U- = -≥ ≥  

由引理 7 及 （ ）I β 的定义可知 （ ）I β 为凸函数，因而
（ ） （0）

（ ）
0

I I
I

β β
β
- ´
-

≤ ，即 （ ） （ ） 0I Iβ β β´ - ≥ 。令 （ ）H x =  

（ ）I x

x
，对 （ ）H x 求导， （ ）H x´ =  

2

（ ） （ ）
0

xI x I x

x

´ -
≥ ，

因此，
（ ）

（ ）
I x

H x
x

= 为单调递增函数。当α β≤ 时， 

（ ） （ ）I Iα β
α β

≤ 。注意到
1

| | | |， 1
i

U F i q≥ ≤ ≤ ，所以有 

 1

1

（| |）
（| |） | |，1

| |
i i

I U
I F F i q

U
≤ ≤ ≤  

又
1 1

| （ ） | （| |）O U I U≤ ，因此有 

 1

1 1 11

（| |）
| （ ） | | （ ） | （| |） | |

| |

q q q

i j i

j j j

I U
O F O F I F F

U= = =

=∑ ∑ ∑≤ ≤  

由于扩展立方体网络是 （2 1）n - -正则图，且非

故障节点到故障节点的边数，与故障节点到非故障

节点的边数相等，所以 

 （2 1） | | | （ ） |n F O F- - （2 1） | | | （ ） |n U O U= - - ⇒  

 1

1

11

（| |）
（2 1） | | | | （2 1） | | （2 | | 2）

| |

q

j

j

I U
n F F n U U

U =

- - - - -∑ ≤  

对上述不等式进行化简，得 
2

1 1 1 1
[（2 1） | | （| |）] | | 2 | | 2 | |n U I U V U U- - + -

 
1 1

| | [2（2 1） | | （ ）]U n U I U- -≤  

其中，
1

| | | | | |
q

j

j

F F V U

=

= = -∑ 。根据引理 7 可得

1 1 1
（ ） | | lb | |I U U U≤ ，此外，

1
lb | | 2（2 1）U n n＜ -≤ ，

进而可得
1 1

2（2 1） | | （ ） 0n U I U- - ＞ ，因此 

 
2

1 1 1 1

1 1

2 （（2 1） | | （ ）） 2 | | 2 | |
|

2（2 1） | | （ ）
|

n

n U I U U U
U

n U I U

- - + -
- -

≥  

为了保证
n

AQ 是 （ ， ）t k -可诊断的，t必须满足 

 
2

1 1 1 1

1 1

2 [（2 1） | | （ ）] 2 | | 2 | |
1

2（2 1） | | （ ）

n

n U I U U U
t

n U I U

- - + - -
- -

≤  

证毕。 

假设系统 （ ， ）
n

AQ V E= 中的最大非故障组件是

可识别的，那么根据识别到的最大非故障组件便可

求得系统在 （ ， ）t k -可诊断算法下的最大 t值。需要说

明的是，
1

| |U 具有不确定性，这是由于故障的节点

不同的分布而造成的。下面考虑另一种确定 （ ， ）-t k

诊断度的方法。 

引理 9  在扩展立方体网络 （ ， ）
n

AQ V E= 中，

2 （2 1 lb ）
（ 1） 1

2（2 1） lb

n

n t
t

n t

Ψ   - -+ = +  - -  
。 

证明   设故障节点集为 F ， U V F= - =  

1 2
{ ， ， ， ｝

k
U U U… 为非故障组件集。因为扩展超立方网

络的连通度为 2 1n - ，所以故障组件内的边数应满
足 （| |） （2 1） | |I F n F-≤ 。此外，非故障节点集U 到

故障节点集 F 的边数应等于故障节点集 F 到非故

障节点集U 的边数，即 

 

1
（ ， ） （ ， ） [（2 1） （ ）]

2

1
[（2 1） （ ）]

2

E F U E U F n F I F

n U I U

= = - -

= - -
 

其中， （ ， ）E F U 表示故障节点集 F 到非故障节点集

U 的边集， （ ， ）E U F 表示非故障节点集U 到故障节

点集 F 的边集。 

根据扩展立方体的节点个数与连接边的关系，

易知系统总连接边数为非故障组件的边数、故障组

件的边数、故障节点与非故障节点之间的边数之

和，即 

  （ （ ）） （| |）+ （| |）a E G I U I F= 2 （ ， ）E U F+  

 （ ） （2 1）| |I U n F= + -  

根据扩展立方体的性质可得系统总边数

（ （ ）） 2 （2 1）n

a E G n= - ，且 （| |） 0I F ≥ 。为了确定 （ ）tΨ
的值，即满足以下条件的最小整数 q：对于任何满

足 | |H q= 的子集H V⊆ ，V H- 中不存在基数大于

或 等 于 t 的 组 件 W V H⊆ - 。 为 此 ， 令

| | ， 1
i

U t i k＜ ≤ ≤ ，进而得 

  
1 1

（| |） （| |） （| | lb | |）
k k

i i i
I U I U U U=∑ ∑≤  

     
1

| | lb （2 | |）lb
k

n

i
U t F t= -∑≤  

根据系统边数的等式关系有 
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2 （2 1） （| |） 2（2 1） | |

（| |） （2 | |）lb 2（2 1） | |

n

n

n I U n F

I F F t n F

- = + - -
＜ - + -

 

对上述不等式进行移项化简，得 

 2 （2 1） 2 lb 2（2 1） | | | | lbn n

n t n F F t- - ＜ - -  

最后化简，得 

 
2 （2 1 lb ）

| |
2（2 1） lb

n

n t
F

n t

- -＞
- -

 

由 （ ）tΨ 的定义有 

 
2 （（2 1） lb ）

（ 1） 1
2（2 1） lb

n n t
t

n t
Ψ   - -+ = +  - -  

 

引理 10  对于任意的 min｛ ，2 ｝bt T a=≤ ，如果

函数 （ ） 0f t ≤ ，则有 lb（ ）（ ） （ ）t a t b f t- - ≥ 。 

证 明   由 于 min｛ ，2 ｝bt T a=≤ ， 所 以 有

（ ）（lb ） 0t a t b- - ≥ ，同时，由于 （ ） 0f t ≤ ，因此，

对于任意的 min｛ ，2 ｝bt T a=≤ ，必有 （ ）lbt a t- -  

） （ ）b f t≥ 成立。 

引理 11  当
1

2

2 （2 2）lb（2 3）

（2 3）

n

n n
t

n

- - -
-

≤ 时， （ 1，tΦ +  

）k t≥ 。 

证明  对于一个正数 p 和一个整数 q，若

p q    ≥ ，则 p q≥ 。根据引理 9，有 

 

（ 1， ） （ 1） 1

2 （2 1 lb ） 2 （2 1 lb ）
1 1

2（2 1） lb 2（2 1） lb

n n

t k t

n t n t

n t n t

Φ Ψ+ = + -

    - - - -= + - =    - - - -    

 

为了证明当
1

2

2 （2 2）lb（2 3）

（2 3）

n

n n
t

n

- - -
-

≤ 时， （ 1，tΦ +  

）k t≥ ，只需证明 

 
2 （2 1 lb ）

2（2 1） lb

n

n t
t

n t

- -
- -

≥  

即 

 2 （2 1 lb ） （2（2 1） lb ） 0n

n t t n t- - - - - ≥  （2） 

式（2）等价于 

 

（ 2 ）（lb [（2 1） lb（lb（2 3））

2 3
lb（2 3） lb ]

2 2

n

t t n n

n
n n

n

- - - + - -
-- - -
-

 

（2 1） （ 2 ）（（lb（lb（2 3））

2 3
lb（2 3） lb ）

2 2

n

t n t n

n
n n

n

- - - - -
-- - -
-

≥

 （3）
 

为了证明式（3）当 t≤

1

2

2 （2 2）lb（2 3）

（2 3）

n

n n

n

- - -
-

时成

立，考虑以下的函数 

 

（ ） （2 1） （ 2 ）（lb（lb（2 3））

2 3
lb（2 3） lb ））

2 2

nf t t n t n

n
n n

n

= - - - - -
-- - -
-

 

当
1

2

2 （2 2）lb（2 3）

（2 3）

n

n n
t

n

- - -
-

≤ 时，有 

（ ） [（2 1） lb（lb（2 3））

2 3
lb（2 3） lb ] 2 （lb（lb（2 3））

2 2

2 3
lb（2 3） lb ））

2 2

n

f t n n

n
n n t n

n

n
n n

n

= - - - +
-- + + + - -
-
-- - -
-

 

 

1

2

2 （2 4）lb（2 3）
[3 lb（2 3）

（2 3）

lb（lb（2 3））] 2 [lb（lb（2 3）

lb（2 3） （ 1）]

n

n

n n
n n

n

n n

n n

-  - - + - -  -  

- + - -
- - -

≤

 

12 lb（2 3）
[3 lb（2 3）

2 3

lb（lb（2 3））] 2 [lb（lb（2 3）

lb（2 3） （ 1）]

n

n

n
n n

n

n n

n n

-  -＜ + - -  -  

- + - -
- - -

1 13lb（2 3） 2 2） lb（2 3）
2 2 2

2 3 2 3

[lb（2 3） lb（lb（2 3））]

n n
n n n

n

n n n

n n

- -- - -    = - + - ·    - -    

- - -
 

当 2x≥ 时， 1bx x＞ ，
3lb（2 3）

2 3

x

x

- - - 

2 2
0

x

x

-  ＜ 
 
。

所以，当 2n≥ 时， 2 3 lb（2 3）n n- ＞ - ，进而有 

 lb（2 3） lb（lb（2 3））n n- ＞ -  

从而有，当
1

2

2 （2 2）1b（2 3）

（2 3）

n

n n
t

n

- - -
-

≤ 时， （ ） 0f t ＜ 。

此外，令 [（2 1） 1b（1b（2 3）） 1b（2 3）b n n n= - + - - - -  

2 3
lb ]
2 2

n

n

n

- -
-

。 

则
（ 1）

2

2 （2 2）lb（2 3）
2

（2 3）

n

b n n

n

- - -=
-

 

另一方面，有 

 
（ 1）

2

2 （2 2）lb（2 3） 2 （ 1）
2

（2 3） 2 3

n n

n
n n n

n n

- - - - ＜
- -

≤  

因此，当
1

2

2 （2 2）lb（2 3）

（2 3）

n

n n
t

n

- - -
-

≤ 时，式（3）恒成立。

从而得到式 （2）成立，由以上分析可得 （ 1，tΦ +  

）k t≥ 。 

证毕。 
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定 理 1  扩 展 立 方 体 网 络
n

AQ 是

1

2

2 （2 2）lb（2 3）
，2 1

（2 3）

n

n n

n

n

-  - - -  -  
-可诊断的。 

证明  由扩展立方体网络
n

AQ 的性质可知，其连

通度为 （ ） 2 1G nK = - ，如果把它选为 （ ， ）t k -诊断算法

中的合适k值，那么利用引理 11，可获得满足 （ 1，tΦ +  

（ ））k G t≥ 的合适 t值为
1

2

2 （2 2）lb

（2 3）

（2 3）n

n

n

n
- -

-
-
，也就是

说，
n

AQ 是
1

2

2 （2 2）1b（2 3）
，2 1

（2 3）

n

n n

n

n

-  - - -  -  
-可诊断的。 

5  诊断度比较 

网络系统在某诊断策略下的诊断度是指该系

统在所考虑的诊断策略下能保证辨识的最大故障

节点数。因此，网络系统的诊断度越大，说明可诊

断的故障节点数就越大。根据一步诊断定义可知扩

展立方体网络的传统诊断度为 2 1n - ，而文献[22]

证 明 了 扩 展 立 方 体 网 络 的 条 件 诊 断 度 为

（6 617 ）n n- ≥ 。下面将本文算法下求得的扩展立

方体网络的 （ ， ）t k -诊断度与其条件诊断度、传统诊

断度进行比较。 

3 种常见诊断策略下的故障诊断度比较结果如

图 5所示。由图 5可知，在扩展立方体网络的维度

大于 7 的时候，其 （ ， ）t k -诊断度优于其条件诊断度

6 17n - 以及传统诊断度 2 1n - ，并随着维数的增大，
这种优势更明显。 

 

图 5  扩展立方体在 3种诊断策略下诊断度 

为了显示扩展立方体网络的优越性，对扩展立

方体与超立方体的 （ ， ）t k -诊断度进行对比，结果如

表 2所示。 

表 2 AQ
n
与 Q

n
的（t， k）-诊断度对比 

维度 n AQn Qn 

5 5 4 

6 13 9 

7 23 18 

8 44 36 

9 77 70 

10 145 136 

表 3给出多种网络结构的 （ ， ）t k -诊断度。 

表 3 各种网络的（t， k）诊断度 

多处理器系统 （ ， ）t k -诊断度 

超立方网络 ， 3n≥  

1

2

2 （ 2）lbn

n n
t

n

- -= ， 

k n=  

交叉超立方， 3n≥  

扭立方体， 3n≥  

局部扭立方体， 3n≥  

多重扭立方体， 3n≥  

广义扭立方体， 3n≥  

星图， 4n≥  22 （ 3）

1

n

n
t

n

- -=
-

， 

1k n= -  

Bubble-sort图 4n≥  

Pancake图， 4n≥  

扩展立方体， 3n≥  
1

2

2 （2 2）1b（2 3）

（2 3）

n

n n
t

n

- - -=
-

， 2 1k n= -  

6  结束语 

当一个网络系统故障节点数不超过其上限 t

时，尽管一步诊断（ t -可诊断）系统能根据测试症状

准确地诊断出所有的故障节点，但这样的系统对于

故障节点数超过其上限 t就无能为力了。因此，设

计网络系统时应尽可能使系统具有较高的诊断度。

由于 （ ， ）t k -诊断是每次诊断后，修复或更换其中的

k个故障节点，自然会使在下轮诊断更易于进行，

为此， （ ， ）t k -诊断也被称为分散难度的诊断方法。

本文在前人的基础上，对扩展立方体网络的 （ ， ）t k -

诊断度进行研究，提出并证明了扩展立方体网络是
1

2

2 （2 2）lb（2 3）
，2 1

（2 3）

n

n n

n

n

-  - - -  -  
-可诊断的。本文还得

出，对于扩展立方体网络的（t， k）-故障诊断而言，取

得适当的 t值与 k值有关，一般地，当 k值越小，其

（ ， ）t k -诊断度中的 t值会越大。但 k值越小，就意味

着需要诊断迭代的次数越大，从而导致算法的复杂

性增大。如何寻找 t与 k值之间的合适取值，是下

一步值得研究的问题。 
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